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Re´sume´
Les assistants de preuve base´s sur la The´orie des Types, tels que Coq, permettent
l’implantation de tactiques automatiques efficaces reposant sur la re´flexion calculatoire
(ex : lia, ring). Malheureusement, celles-ci sont ge´ne´ralement limite´es a` un domaine
mathe´matique particulier (ex : l’arithme´tique line´aire entie`re, la the´orie des anneaux).
A contrario, SMTCoq est un outil modulaire et extensible, faisant appel a` des prouveurs
externes, qui ge´ne´ralise ces approches calculatoires pour combiner les raisonnements issus
de multiples domaines. Pour cela, il repose sur une interface de haut niveau, qui offre une
plus grande expressivite´, au prix d’une automatisation plus complexe.
Dans cet article, nous de´taillons deux ame´liorations : la possibilite´ de faire appel a`
des lemmes quantifie´s, et celle d’utiliser plusieurs repre´sentations d’une meˆme structure de
donne´es. Elles permettent de construire une tactique automatique base´e sur SMTCoq qui
soit expressive sans remettre en cause la modularite´ ni l’efficacite´ de ce dernier. Une telle
tactique permet ainsi une automatisation extensible, a` faible couˆt, a` de nouveaux domaines
supporte´s par les prouveurs automatiques de l’e´tat de l’art.
1 Introduction
Les me´thodes formelles regroupent un ensemble de techniques et outils permettant de
concevoir, de´velopper et ve´rifier des syste`mes informatiques avec un haut niveau de confiance.
L’inte´reˆt des me´thodes formelles est mis en avant dans le cas des syste`mes critiques. Plus
ge´ne´ralement, un certain nombre de me´thodes ne´cessitent des outils capables de formuler et de
prouver des proprie´te´s mathe´matiques de manie`re formelle. Parmi ces outils, on distingue deux
grandes familles : les assistants de preuve et les prouveurs automatiques. Les premiers sont
expressifs mais ne´cessitent une intervention importante de l’utilisateur lors de la contruction
des preuves. Les prouveurs automatiques, quant a` eux, de´finissent des heuristiques de recherche
de preuve ne ne´cessitant aucune intervention de l’utilisateur, au prix d’une expressivite´ plus
restreinte. SMTCoq (disponible a` l’adresse https://smtcoq.github.io) fournit un pont entre
ces deux familles d’outils en permettant l’appel, au moyen de tactiques de´die´es, de prouveurs
automatiques au sein de l’assistant de preuve Coq. Pour cela, afin de conserver la cohe´rence de
Coq, les prouveurs automatiques utilise´s doivent renvoyer un fichier de certificat justifiant la
preuve d’un proble`me donne´.
Initialement, le de´veloppement de SMTCoq visait a` permettre la ve´rification de tels certifi-
cats SAT ou SMT importants [1] : un programme e´crit en Coq, le ve´rificateur, rejoue les e´tapes
du certificat et ve´rifie la correction de chacune d’elles, afin de de´terminer la validite´ du proble`me
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d’entre´e. Ce programme est certifie´ : un lemme de correction e´nonce que si le ve´rificateur termine
avec succe`s, alors le proble`me est prouve´. Ainsi, la confiance dans les re´sultats des prouveurs
automatiques est accrue par la ve´rification supple´mentaire effectue´e en Coq.
Les de´veloppements re´cents de SMTCoq [10, 11] se sont attache´s a` ame´liorer son expressivite´
et sa facilite´ d’utilisation. En effet, SMTCoq posse`de une interface de haut niveau reposant sur
une repre´sentation modulaire des certificats. Ainsi il peut facilement eˆtre e´tendu a` de nouveaux
prouveurs ainsi qu’a` de nouvelles the´ories supporte´es par ces prouveurs. SMTCoq a ainsi e´te´
e´tendu au prouveur CVC4 [2] et aux the´ories des vecteurs de bits et des tableaux supporte´es
par celui-ci. Cela requiert l’extension du format de certificats de SMTCoq, la de´finition du
ve´rificateur sur ces nouvelles re`gles et la preuve des lemmes de correction correspondant. Cette
preuve requiert la de´finition des the´ories supporte´es par le prouveur au sein de Coq, ou l’uti-
lisation de the´ories de´ja` existantes. L’expressivite´ de SMTCoq peut e´galement eˆtre ame´liore´e
en permettant d’effectuer des conversions entre les diverses implantions en Coq d’une the´orie
donne´e et la the´orie dans laquelle a e´te´ implante´ le lemme de correction. Pour la the´orie des
formules boole´ennes, le lemme de correction utilise le type bool des boole´ens. Le de´veloppement
d’une tactique de conversion entre ce type et le type Prop des propositions de Coq [11] a ainsi
permis d’utiliser la machinerie de SMTCoq pour prouver des the´ore`mes formule´s dans le type
Prop.
Dans cet article, nous exploitons ces techniques dans un cadre ge´ne´ral pour e´tendre encore
l’expressivite´ de SMTCoq. Nos contributions sont les suivantes. D’une part, nous montrons
comment e´tendre le ve´rificateur a` une the´orie d’une autre nature : un fragment de la logique
du premier ordre. Pour cela nous e´tendons le format de certificats de SMTCoq, le ve´rificateur,
et le lemme de correction, pour permettre l’instanciation de lemmes universellement quantifie´s.
Nous appliquons cette extension aux certificats ge´ne´re´s par le prouveur veriT. D’autre part,
nous de´finissons de nouvelles tactiques de conversion entre diffe´rents types d’entiers dans Coq.
Ainsi, bien que la the´orie arithme´tique entie`re de SMTCoq utilise le type de donne´es Z de
Coq, il est maintenant e´galement possible d’utiliser des repre´sentations alternatives telles que
N, nat ou positive. Ces ame´liorations font be´ne´ficier les utilisateurs de Coq d’une meilleure
automatisation au sein de l’assistant de preuve tout en rendant l’outil plus facile a` utiliser.
Cette automatisation peut eˆtre applique´e a` de nombreux cas du premier ordre. Par exemple,
en axiomatisant la the´orie des groupes avec un e´le´ment neutre a` gauche e et un inverse a`
gauche, la tactique verit fournie par SMTCoq (faisant appel au prouveur SMT veriT) permet
de prouver automatiquement que e est neutre a` droite, et que l’inverse est un inverse a` droite.
En axiomatisant e´galement l’ite´re´ de la multiplication power, on peut e´galement simplement
prouver
Goal forall (n:nat), power e n = e.
en re´alisant une induction sur n, puis en appliquant la tactique verit.
Dans la section suivante nous donnons un aperc¸u du fonctionnement ge´ne´ral de SMTCoq
ainsi que les e´le´ments ne´cessaires a` la pre´sentation de notre travail. Dans la section 3 nous
pre´sentons l’extension de SMTCoq pour la gestion de lemmes quantifie´s puis, dans la section 4,
nous pre´sentons les tactiques de conversion entre repre´sentations d’entiers en Coq. Nous finissons
par une discussion sur les travaux connexes avant de conclure et donner nos perspectives de
recherche futures.
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2 SMTCoq et son environnement
Afin de mieux comprendre comment SMTCoq e´tablit une communication entre l’assistant
de preuve Coq et diffe´rents prouveurs automatiques, nous commenc¸ons par de´tailler le fonction-
nement de ces logiciels formels. On s’inte´resse ensuite plus pre´cise´ment a` SMTCoq en donnant
sa de´composition en modules de programmation.
2.1 L’assistant de preuve Coq
Les assistants de preuve permettent d’exprimer des the´ore`mes complexes puis de les ve´rifier
de manie`re interactive. Un assistant de preuve est en ce sens un outil permettant de ve´rifier les
e´tapes d’une preuve fournie de manie`re rigoureuse et exhaustive par l’utilisateur.
L’assistant de preuve Coq s’appuie sur l’isomorphisme de Curry-Howard et implante la
ve´rification de preuves au moyen d’un algorithme de typage pour le calcul des constructions
inductives [16]. Celui-ci constitue le noyau de Coq, le composant critique sur lequel repose
la correction de l’assistant de preuve dans son ensemble. Afin de maximiser la confiance des
utilisateurs dans ce noyau, celui-ci est implante´ en OCaml, un langage de haut niveau proche
de sa logique. L’accent est mis sur la concision et la clarte´ du code.
Les structures de donne´es en Coq sont de´finies au moyen de types inductifs. Le type simplifie´
des formules de SMTCoq est donne´ par :
Inductive formula :=
| Bool (b : bool)
| Neg (f : formula)
| And (f1 : formula) (f2 : formula)
| ...
.
Un e´le´ment du type formula repre´sente un arbre avec des boole´ens aux feuilles, les nœuds
e´tant des connecteurs logiques. Dans SMTCoq, en plus des boole´ens, le type des formules inclut
les symboles d’arithme´tique line´aire sur les entiers, les symboles de la the´orie des tableaux et
de la the´orie des vecteurs de bits mais ne contient pas de quantificateurs.
L’interpre´tation est une fonction qui calcule la valeur d’une formule de SMTCoq et est
de´finie par induction :
Fixpoint interp t := match t with
| Bool b => b
| Neg f => negb (interp f)
| And f1 f2 => andb (interp f1) (interp f2)
| ...
end.
Les fonctions Coq negb et andb implantent respectivement la ne´gation boole´enne et la conjonc-
tion boole´enne. Enfin, il est possible de prouver des proprie´te´s reposant sur ces de´finitions :
Lemma andproj1 f1 f2 :
interp (And f1 f2) = true -> interp f1 = true.
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Figure 1 – Approche sceptique : cas ge´ne´ral (gauche) et application a` SMTCoq (droite)
2.2 Les prouveurs automatiques
Les prouveurs automatiques de´finissent des heuristiques de recherche de preuve et ne re-
posent donc pas sur l’utilisateur pour la construction de la preuve : l’effort de certification se
re´duit a` la formalisation du proble`me. En contrepartie, la logique d’un prouveur automatique
est plus limite´e et/ou la re´ponse en temps fini n’est pas garantie. L’efficacite´ de la recherche
de preuve e´tant primordiale, les prouveurs automatiques sont fre´quemment e´crits dans des lan-
gages bas niveau tels que C ou C++, font usage de structures mutables complexes et contiennent
ge´ne´ralement de nombreuses optimisations.
Parmi les prouveurs automatiques, les prouveurs SAT (satisfiabilite´ propositionnelle) et
SMT (satisfiabilite´ modulo the´ories) prennent en entre´e des formules contenant des variables et
tentent de re´soudre le proble`me de satisfiabilite´ de ces formules : il s’agit de savoir s’il existe une
affectation des variables rendant toutes les formules vraies. Dans le cas ou` une telle affectation
existe, la re´ponse consiste en l’affectation en question. Dans le cas contraire, certains prouveurs
fournissent une preuve qu’aucune affectation des variables ne rend les formules vraies. Cette
preuve se pre´sente sous la forme d’un fichier de certificat dont le format peut varier en fonction
du prouveur automatique conside´re´.
2.3 Approche sceptique
L’utilisation de prouveurs automatiques au sein d’un assistant de preuve peut se faire selon
deux me´thodes appele´es sceptique et autarcique. Alors que l’approche autarcique repose sur une
certification de l’ensemble du code du prouveur automatique, l’approche sceptique se contente
d’obtenir et ve´rifier un certificat de la part du prouveur automatique.
L’approche sceptique, utilise´e par SMTCoq, ne´cessite seulement la certification d’un
ve´rificateur de certificats plutoˆt que de l’ensemble du prouveur automatique, comme repre´sente´
sur la Figure 1 (gauche). A` chaque appel du prouveur automatique, le certificat e´ventuellement
ge´ne´re´ par celui-ci est ve´rifie´ puis transforme´ en une preuve du but initial. Cette approche ne
permet pas de garantir la comple´tude du syste`me : certains buts valides ne sont pas de´montre´s,
notamment si le prouveur automatique renvoie un certificat errone´ ou ne renvoie pas de certi-
ficat. En revanche, le de´veloppement du prouveur automatique reste inde´pendant de son utili-
sation dans l’assistant de preuve puisque seuls les certificats qu’il produit sont ve´rifie´s.
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2.4 Fonctionnement de SMTCoq
L’utilisation de l’approche sceptique permet a` SMTCoq d’eˆtre modulaire vis-a`-vis des prou-
veurs automatiques : SMTCoq supporte aujourd’hui les prouveurs zChaff, veriT et CVC4 et
peut eˆtre e´tendu a` d’autres prouveurs simplement en e´crivant l’analyseur syntaxique pour le
format des certificats fournis par celui-ci. Ainsi, la version actuelle de SMTCoq fournit les tac-
tiques zchaff, verit et cvc4 qui permettent de faire appel au prouveur correspondant pour
re´soudre le but courant et ainsi profiter de l’automatisation du prouveur au sein de l’assistant
de preuve.
De´crivons maintenant les diffe´rentes e´tapes effectue´es par SMTCoq lorsque l’utilisateur lance
l’une des tactiques fournies et que le but courant est, par exemple, ∀xB(x) (ou` B est une
formule sans quantificateur). SMTCoq envoie tout d’abord la ne´gation de la proposition B
au prouveur automatique. Si ce dernier renvoie un certificat indiquant la non-satisfiabilite´ du
proble`me, on en de´duit une preuve du lemme. En effet, puisque les prouveurs automatiques
re´solvent des proble`mes de satisfiabilite´ (quantificateurs existentiels), pour prouver un lemme
en forme pre´nexe (quantificateurs universels) tel que ∀xB(x), on se rame`ne a` ¬(∃x¬B(x)).
Ces deux formules sont e´quivalentes dans notre cas car nous reque´rons que tous les pre´dicats
apparaissant dans B soient de´cidables 1.
La construction d’une preuve du but initial par SMTCoq passe par plusieurs e´tapes (Fi-
gure 1 droite). L’e´nonce´ du lemme est d’abord traduit par le module de re´ification (§ 2.6)
dans un type de donne´es OCaml. Le terme obtenu peut alors eˆtre e´crit dans un fichier servant
d’entre´e au prouveur automatique. En cas de succe`s de ce prouveur, on obtient un fichier de cer-
tificat qui est ensuite traduit par le pre´processeur (§ 2.7) dans un format adapte´ au ve´rificateur
de SMTCoq. Ce dernier rejoue la preuve en Coq (§ 2.5).
2.5 Ve´rificateur certifie´
Le ve´rificateur est une fonction checker (§ 2.5.1) e´crite et certifie´e en Coq qui reproduit le
fonctionnement des certificats des prouveurs automatiques. La preuve du but initial repose sur
le the´ore`me de correction de cette fonction (§ 2.5.2).
2.5.1 La fonction checker
La fonction checker a pour type formula -> list rule -> bool ou` le premier argument
de cette fonction est la formule d’entre´e du proble`me. Le deuxie`me argument est un certificat
formalise´ en Coq, de´fini comme une liste de re`gles. La valeur de retour de checker indique s’il
est possible d’obtenir une contradiction a` partir de la formule et du certificat comme pre´cise´
dans le paragraphe suivant. Le certificat Coq est obtenu a` partir d’un fichier de certificat fourni
par un prouveur automatique, chaque re`gle de ce dernier e´tant traduite en une re`gle Coq, dont
le type est donne´ par :
Inductive rule :=
| AndProj (pos_prem : int) (ind_proj : int)
| Resolution (pos_param : int list)
| ...
.
Afin de calculer sa valeur de retour, la fonction checker maintient un ensemble de formules
appele´ e´tat (que nous repre´sentons ici, pour plus de clarte´, a` l’aide d’une liste) qui, initialement,
1. Nous n’ajoutons donc pas d’axiome classique en Coq, ¬(∃x¬B(x))⇒ ∀xB(x) e´tant alors prouvable.
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contient la formule d’entre´e. Prenons pour exemple le proble`me ayant pour formule d’entre´e in
de´finie par
in := And (Bool x) (Neg (Bool x))
ou` x est un boole´en. L’e´tat est alors initialise´ a` [in]. Pour chaque re`gle du certificat Coq, la
fonction checker enrichit l’e´tat d’une nouvelle formule de´finie par la re`gle en question.
En appelant un prouveur automatique sur l’exemple, on obtient un fichier de certificat que
l’on peut traduire en un certificat Coq :
c := [AndProj 1 1; AndProj 1 2; Resolution [3; 2]]
Dans le cas de la re`gle AndProj, le parame`tre pos prem indique la position dans l’e´tat de
la pre´misse. La re`gle est correctement applique´e si cette formule est de la forme And t1 t2.
Dans ce cas, l’indice de projection ind proj est utilise´ pour savoir quelle projection appliquer
pour obtenir la formule a` rajouter a` l’e´tat. La premie`re re`gle du certificat donne´ en exemple a
pour pre´misse la formule en premie`re position de l’e´tat, c’est-a`-dire And (Bool x) (Neg (Bool
x)). En faisant la projection sur la premie`re composante de la conjonction, on sait que checker
ajoute la formule Bool x a` l’e´tat. Apre`s cette re`gle, l’e´tat est donc [in; Bool x]. De meˆme,
la deuxie`me re`gle ajoute Neg (Bool x) a` l’e´tat.
La re`gle de re´solution prend une liste de parame`tres en argument qui repre´sente les empla-
cements de l’e´tat a` prendre en compte. Retenons simplement que si les formules pre´sentes a`
ces positions contiennent une formule et sa ne´gation alors checker ajoute Bool false a` l’e´tat.
Ainsi, apre`s la dernie`re re`gle du certificat, l’e´tat devient [in; Bool x; Neg (Bool x); Bool
false].
Enfin, la valeur de retour de checker est un boole´en qui indique si, apre`s avoir pris en
compte le certificat, l’e´tat contient la formule Bool false. C’est le cas de notre exemple, on a
donc checker in c = true.
2.5.2 Le the´ore`me de correction
Pour obtenir une preuve du but initial, on applique le the´ore`me de correction qui, pour une
formule in et un certificat c, nous donne :
checker in c = true -> interp in = false
On notera que ce the´ore`me donne bien la ne´gation de la formule d’entre´e (§ 2.4).
La preuve de ce the´ore`me repose sur le lemme de correction d’une re`gle qui nous assure
que checker ajoute une nouvelle formule valide dans l’e´tat courant (on dit qu’une formule
est valide lorsque son interpre´tation est vraie). Ainsi, lorsque l’on veut modifier une re`gle ou
rajouter un nouveau type de re`gle, il suffit de modifier ou de comple´ter la preuve de ce lemme.
Ce fonctionnement facilite le de´veloppement incre´mental de SMTCoq, qui va nous permettre
d’ajouter le support pour des lemmes quantifie´s (section 3).
Donnons les grandes e´tapes de la preuve du the´ore`me de correction. E´tant donne´s un certi-
ficat c et une formule in, on suppose a` la fois que checker in c = true et que in est valide
et on veut aboutir a` une contradiction. Puisque l’e´tat est initialise´ avec la formule d’entre´e in,
toutes les formules de l’e´tat sont valides. On sait, graˆce au lemme de correction d’une re`gle, que
cette proprie´te´ est conserve´e par checker. Comme on a par ailleurs checker in c = true,
c’est-a`-dire que l’e´tat final contient la formule Bool false, l’interpre´tation de cette formule
fournit la contradiction voulue.
La preuve de l’hypothe`se checker in c = true est obtenue par calcul de la fonction
checker. La preuve du but initial repose donc sur un calcul, c’est ce qu’on appelle la re´flexion
calculatoire.
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2.6 Re´ification
La re´ification est le fait de passer d’un encodage superficiel (shallow-embedding) a` un enco-
dage profond (deep-embedding). Dans le cas d’un encodage profond, un terme est un e´le´ment
d’un type de donne´es (comme le type formula) ce qui met en e´vidence sa structure. A` l’inverse,
l’encodage superficiel du meˆme terme est donne´ directement par sa valeur dans le langage (ici,
Coq).
Donnons l’exemple de la formule true & false ou` & de´signe la conjonction boole´enne. On
peut donner son encodage superficiel a` l’aide de la fonction Coq andb qui implante la conjonction
boole´enne : andb true false. L’encodage profond de la formule peut eˆtre donne´ dans le type
inductif formula : And (Bool true) (Bool false).
Pour pouvoir utiliser la fonction de re´ification, il faut que son re´sultat soit lie´ au terme initial :
c’est le roˆle de la fonction d’interpre´tation (§ 2.1). Cette dernie`re doit inverser la re´ification de
sorte que, pour un terme Coq t, on ait t = interp u ou` u est la re´ification de t.
Encodage superﬁciel Encodage profond
réiﬁcation
interprétation
 
               
 
    (         )
(          )
La re´ification, dans le cas de SMTCoq, sert a` mettre en e´vidence la structure des formules
afin de pouvoir les e´crire dans un fichier au format reconnu par un des prouveurs automatiques
disponibles et de permettre a` la fonction checker de les manipuler.
2.7 Pre´processeur
Les certificats passent par une e´tape interme´diaire assure´e par le pre´processeur avant d’eˆtre
interpre´te´s en des certificats SMTCoq. Cette e´tape pre´sente plusieurs avantages.
Premie`rement, le pre´processeur permet d’assurer la modularite´ de SMTCoq vis-a`-vis des
prouveurs automatiques. Bien que les certificats puissent avoir diffe´rentes formes en fonction
du prouveur automatique dont ils proviennent, il sont tous traduits dans le format commun du
paragraphe 2.5.1. Actuellement, le pre´processeur prend en charge trois prouveurs automatiques,
a` savoir : zChaff, veriT et CVC4.
Une fois cette traduction dans un format commun faite, le pre´processeur optimise le certificat
obtenu. Par exemple, afin d’avoir un certificat de petite taille, le pre´processeur e´limine les
re`gles redondantes. Il calcule e´galement l’allocation des formules dans l’e´tat du ve´rificateur (un
emplacement contenant une formule qui n’est plus utile peut eˆtre re´utilise´).
Enfin, il n’est pas ne´cessaire de prouver la correction du pre´processeur. En effet, on utilise
l’approche sceptique qui consiste a` ve´rifier que le certificat fourni est correct et non a` verifier
que le proce´de´ de ge´ne´ration du certificat est correct.
3 Ajout de lemmes quantifie´s
3.1 Motivations
Initialement, SMTCoq permettait uniquement la de´monstration automatique de the´ore`mes
en forme pre´nexe : il n’e´tait pas possible de faire appel a` un the´ore`me quantifie´ de´ja` de´montre´.
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Par exemple, en supposant que l’on a re´ussi a` montrer les deux lemmes suivants :
∀h.homme(h)⇒ mortel(h) homme(Socrate)
alors on ne peut pas montrer automatiquement (en utilisant SMTCoq) que :
mortel(Socrate)
Cette partie de´taille une ame´lioration de la modularite´ de SMTCoq qui consiste a` permettre
la transmission de lemmes (potentiellement) quantifie´s au prouveur automatique.
3.2 Ajout de lemmes au contexte
L’ajout de lemmes quantifie´s au contexte demande d’e´tendre les e´tapes de construction
d’une preuve Coq a` partir du but initial (Figure 2).
Prouveur 
 automatique 
Vériﬁcateur
Coq
But
Preuve
correction
Préprocesseur
Lemmes
Instances
Module de
réiﬁcation
Figure 2 – Ajout de lemmes
En plus du but initial, le module de re´ification envoie au prouveur automatique les lemmes
que l’utilisateur a rajoute´s au contexte. Le pre´processeur traduit la re´ponse du prouveur en un
certificat dont le format aura e´te´ e´tendu pour prendre en compte les instanciations de lemmes
(§ 3.4.2). Le ve´rificateur en de´duit une preuve qui de´pend d’instances de ces lemmes (§ 3.3).
Enfin, il faut trouver des preuves de ces instances a` partir des lemmes (§ 3.4.3).
Cet ajout a l’avantage de ne pas e´tendre les formules de SMTCoq avec des quantificateurs,
et ne demande donc que de le´ge`res modifications au niveau du ve´rificateur.
3.3 Ve´rificateur pour l’ajout de lemmes quantifie´s
On se propose ici de comple´ter le type rule en laissant inchange´ le type des formules. Cette
modification vise a` prendre en charge les lemmes en forme pre´nexe ajoute´s au contexte par
l’utilisateur. Le cas ge´ne´ral ou` les quantificateurs peuvent eˆtre dans n’importe quelle position
dans la formule ne peut pas eˆtre traite´ avec cette approche : il faudrait e´tendre le type formula
avec des quantificateurs, ce qui nous obligerait a` e´tendre la fonction d’interpre´tation et a` adapter
les preuves la concernant.
Le nouveau constructeur du type rule s’e´crit :
ForallInst (lemma : Prop) (plemma : lemma)
(inst : formula) (pinst : lemma -> interp inst = true)
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Lorsque checker rencontre cette re`gle, l’instance inst est ajoute´e a` l’e´tat. Les autres champs
de cette re`gle sont ne´cessaires pour la preuve du lemme de correction d’une re`gle. Ainsi lemma
devra eˆtre un lemme en rapport avec cette instance :
— ce lemme doit eˆtre prouve´, la preuve est le champ plemma
— ce lemme doit nous assurer que l’instance est valide, c’est le champ pinst
En effet, on peut prouver que inst est valide, et meˆme inde´pendamment des formules contenues
dans l’e´tat. Il suffit pour cela d’appliquer pinst a` plemma. On a donc re´tabli la preuve du
the´ore`me de correction.
Cette re`gle permet de traiter les instanciations des prouveurs automatiques mais demande,
pour une instance donne´e, d’identifier un lemme, sa preuve et de donner une preuve d’instan-
ciation (champ pinst). Cet aspect de la construction d’une re`gle ForallInst est spe´cifique au
prouveur automatique conside´re´, le cas d’e´tude pre´sente´ re´sout le cas de veriT (§ 3.4.3). La
preuve d’instanciation est donne´e a` l’aide d’une coupure (tactique assert en Coq), ce qui nous
permet de l’expliciter dans un deuxie`me temps.
La re`gle ForallInst diffe`re des re`gles utilise´es dans SMTCoq jusqu’ici : elle utilise l’enco-
dage superficiel pour le lemme Coq et l’encodage profond pour l’instance. D’un coˆte´, l’utilisation
de lemmes Coq de´ja` existants ne ne´cessite pas de les re´ifier, ce qui justifie l’utilisation d’un en-
codage superficiel. D’un autre coˆte´, l’encodage profond des formules est de´ja` implante´ pour les
termes en provenance du fichier de certificat.
3.4 Cas d’e´tude : application au prouveur veriT
Le format commun des termes de SMTCoq permet d’encoder les certificats des diffe´rents
prouveurs automatiques sous un meˆme type. L’extension du ve´rificateur qui est propose´e ici est
donc utilisable pour n’importe quel prouveur automatique a` condition d’e´tendre le pre´processeur
pour celui-ci.
Dans cette partie, nous allons voir comment la re`gle d’instanciation forall inst de veriT est
encode´e dans le format commun. Cet encodage ne´cessite de transformer le certificat veriT, de
retrouver a` quel lemme correspond une instance et de montrer que ce lemme implique l’instance.
3.4.1 Instanciation d’un lemme par veriT
Les certificats de veriT sont constitue´s d’une suite de re`gles de la forme :
id : (typ res prem)
ou` id est un entier qui identifie la re`gle, typ est le type de la re`gle, la formule res est la conclusion
de la re`gle et prem est la liste des identifiants des pre´misses de la re`gle.
Prenons en exemple le fichier de certificat suivant :
1 : (input (¬((3 + a) ∗ b = 3 ∗ b + a ∗ b))
2 : (input (∀x y z, (x + y) ∗ z = x ∗ z + y ∗ z))
3 : (forall inst (¬(∀x y z, (x + y) ∗ z = x ∗ z + y ∗ z) ∨ (3 + a) ∗ b = 3 ∗ b + a ∗ b))
4 : (resolution () 3 2 1)
Les re`gles input correspondent aux formules donne´es en entre´e. La re`gle 4 est une re`gle de
re´solution qui a pour pre´misses les conclusions des re`gles 1, 2 et 3 et qui en de´duit l’absurde
repre´sente´ par (). La re`gle 3 est la re`gle utilise´e par veriT pour instancier un lemme. On
remarquera que cette re`gle n’a pas de pre´misse et que l’utilisation de son re´sultat se fait au
moyen de la re`gle de re´solution.
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3.4.2 Pre´processeur pour la re`gle forall inst
Le re´sultat de la re`gle forall inst est de la forme ¬(∀x, P x) ∨ (P c) alors que lorsque
checker rencontre la re`gle ForallInst c’est seulement l’instance P c qui est enregistre´e dans
l’e´tat. Puisqu’on veut encoder la re`gle forall inst de veriT par la re`gle Coq ForallInst, il faut
modifier la suite du certificat qui de´pend de cette re`gle. La forme de la conclusion de la re`gle
forall inst indique qu’elle ne sera utilise´e dans la suite du certificat que dans une ou plusieurs
re`gles de re´solution (ce qui se ve´rifie en pratique). On se rame`ne donc a` modifier seulement les
re`gles de re´solution.
Par exemple, le fichier certificat de l’exemple donne´ dans le paragraphe 3.4.1 est traduit
dans un certificat Coq de la forme :
[ForallInst inst ; Resolution 4 [1; 3]]
ou` les sont a` comple´ter (voir paragraphe suivant) et ou` l’instance inst est donne´e par :
Eq (Mult (Plus 3 a) b) (Plus (Mult 3 b) (Mult a b))
On remarque que la re`gle Resolution n’a plus de de´pendance a` la formule ∀x y z, (x+ y) ∗ z =
x ∗ z + y ∗ z donne´e en entre´e.
3.4.3 Construction d’une re`gle ForallInst
La construction d’une re`gle ForallInst demande de reconnaˆıtre a` quel lemme correspond
une instance (champs lemma et plemma) et de montrer que ce lemme implique bien l’instance
(champ pinst).
Lemme Coq :  
Règle input : 
Règle forall_inst : 
 
∀x, xP1
 
¬(∀y, y) ∨ ( c)P2 P3
 
∀x, xP2
1
2
3
Reconnaissance du lemme correspondant a` l’instance. La reconnaissance du lemme
passe par une e´tape interme´diaire : on commence par chercher de quelle re`gle input vient
l’instanciation (fle`che 1 dans la figure). L’avantage de cette e´tape est que la formule dans
la re`gle input est plus proche du lemme Coq, en particulier les variables lie´es n’ont pas e´te´
renomme´es.
On cherche ensuite a` e´tablir un lien entre une formule du certificat de veriT et un lemme
rajoute´ par l’utilisateur de SMTCoq (fle`che 2 dans la figure). La difficulte´ vient du fait que les
lemmes additionnels peuvent apparaˆıtre modifie´s dans les certificats de veriT. Par exemple, si un
lemme Coq a une sous-formule de la forme a = b, alors le re´sultat de la re`gle input correspondant
a` ce lemme peut avoir a` la place b = a comme sous-formule. Re´tablir la forme initiale est une
solution trop couˆteuse car il faudrait modifier la structure de toutes les formules suivantes qui
en de´pendent. Pour re´soudre ce proble`me, on utilise une table de hachage, initialise´e avec toutes
les sous-formules des lemmes Coq, qui nous sert pour reconnaˆıtre des formules aux modifications
de veriT pre`s. Pour traiter l’exemple de la syme´trie de l’e´galite´, a` chaque fois que l’on rencontre
une sous-formule de la forme a = b, en plus de ve´rifier si cette formule est de´ja` contenue dans la
table, on regarde aussi si la formule b = a est dans cette meˆme table. Ainsi, on peut reconnaˆıtre
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efficacement des formules identiques modulo syme´trie de l’e´galite´ et retrouver a` quel lemme se
rapporte une formule.
La recherche du lemme correspondant a` l’instance a` e´te´ implante´e en OCaml et nous permet
de comple´ter les champs lemma et plemma lors de la construction d’une re`gle ForallInst.
Preuve automatique d’une instanciation. Pour comple´ter la construction de la re`gle
ForallInst, il faut donner la preuve d’instanciation (fle`che 3 dans la figure ci-dessus). On
de´finit donc une tactique Coq qui permet d’automatiser la recherche de ces preuves.
Le lemme Coq suivant correspond directement a` l’instanciation du lemme donne´ :
(∀x, P x)⇒ P c
Dans ce cas simple, la tactique auto re´sout automatiquement le but. Cependant, ce n’est plus
le cas lorsque l’instance est le´ge`rement modifie´e. Par exemple, le lemme suivant ne peut pas
eˆtre prouve´ directement par la tactique auto :
(∀x, f x = f c)⇒ f c = f 3
Il faut donc remettre le but dans une forme qui correspond a` celle du lemme. Dans le cas
ci-dessus il faut utiliser la syme´trie de l’e´galite´ avant d’appliquer la tactique auto.
Deux sources de modifications sont a` prendre en compte ici (voir figure). D’une part le
lemme en entre´e dans le fichier de certificat peut diffe´rer du lemme Coq initial (on peut avoir
P1 6= P2 comme explique´ pre´ce´demment). D’autre part, certaines modifications de veriT sont
propres a` la re`gle d’instanciation (on peut aussi avoir P2 6= P3).
La solution propose´e se pre´sente sous la forme d’une tactique Coq et prend en compte toutes
ces modifications afin de trouver automatiquement les preuves d’instanciation.
3.5 Re´sultats et perspectives
Nous avons pre´sente´ une extension de la tactique verit a` l’utilisation de lemmes de´ja`
de´montre´s. Ceux-ci sont ajoute´s au contexte au moyen d’une instruction de´die´e Add lemmas ou
passe´s en parame`tre a` la tactique. Lorsqu’aucun lemme n’est ajoute´, son comportement reste
le meˆme que pre´ce´demment. Dans le cas ou` des lemmes sont ajoute´s au contexte et que le
prouveur automatique instancie ces lemmes, les instanciations sont automatiquement prouve´es
comme de´crit ci-dessus.
L’ajout de lemmes s’est traduit par une extension de la logique utilise´e et se retrouve dans
toutes les e´tapes interme´diaires de SMTCoq, e´tapes qu’il a fallu e´tendre en conse´quence. Cette
extension a ne´cessite´ un de´veloppement original : la technique d’encodage des instanciations
des lemmes utilise´e simplifie l’extension du ve´rificateur (§ 3.3). Enfin, le proce´de´ de ve´rification
final a e´te´ automatise´ (§ 3.4.3) afin de pre´server la facilite´ d’utilisation de SMTCoq. Graˆce a`
la modularite´ de SMTCoq, appliquer l’approche a` d’autres prouveurs (capable d’instancier des
lemmes et de fournir les instances) consiste simplement a` comple´ter le pre´-processeur comme
cela a e´te´ fait pour verit, sans avoir besoin de modifier le code Coq.
Pour valider notre approche, nous avons automatiquement prouve´ des proprie´te´s plus com-
plexes graˆce a` SMTCoq, portant sur : la the´orie des groupes, une the´orie formalisant les listes
d’entiers, des fonctions de´finies re´cursivement, etc.
Une extension serait de pouvoir ajouter au contexte des lemmes qui ne sont pas
ne´cessairement en forme pre´nexe. Cette extension de la logique de SMTCoq ne peut pas eˆtre
re´alise´e directement avec la me´thode propose´e ici, qui requiert que les instances des lemmes
soient sans quantificateurs, et est donc laisse´e pour une perspective a` plus long terme.
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Afin que l’utilisateur n’ait pas a` fournir les lemmes a` utiliser, tout en e´vitant de surcharger le
prouveur avec tous les lemmes pre´sents dans le contexte, on pourrait aussi utiliser des me´thodes
de machine learning pour se´lectionner automatiquement un sous-ensemble des lemmes, comme
c’est fait dans CoqHammer et SledgeHammer [4, 9].
4 Traductions entre repre´sentations des donne´es
4.1 Motivations
En Coq, comme dans la plupart des assistants de preuve, plusieurs repre´sentations coha-
bitent pour une meˆme structure de donne´es. Le proble`me est bien connu des utilisateurs de
Coq pour la repre´sentation des entiers : les bibliothe`ques usuelles de´finissent notamment les
entiers naturels unaires (type nat) et binaires (type N), les entiers strictement positifs binaires
(type positive), les entiers relatifs binaires (type Z), les grands entiers en base 231 (types bigN
et bigZ), . . .etc. Ce proble`me se pose pour la plupart des types de donne´es : par exemple, les
vecteurs de bits peuvent eˆtre repre´sente´s avec des types de´pendants de la longueur ou non.
Pour utiliser la pleine potentialite´ des prouveurs sous-jacents, SMTCoq doit injecter toutes
les repre´sentations d’un meˆme type de donne´es dans le type SMT correspondant. Plusieurs ap-
proches ont e´te´ propose´es pour effectuer automatiquement de telles conversions (voir la section
5 pour une pre´sentation de´taille´e), mais un proble`me nouveau se pose dans le cas de SMT :
la conversion doit pouvoir eˆtre effectue´e dans des termes combinant plusieurs the´ories, et non
uniquement la the´orie correspondant a` la structure de donne´es conside´re´e.
Par exemple, le but suivant, meˆlant la the´orie de l’arithme´tique (sur les entiers strictement
positifs) avec un symbole de fonction non interpre´te´ f :
x, y : positive f : positive -> positive
==================================================================
((x + 3) =? y) -> ((3 <? y) && ((f (x + 3)) <=? (f y)))
doit eˆtre converti 2 en un but similaire sur les entiers relatifs :
x’, y’ : Z Hx’ : 0 <? x’ Hf’x’ : 0 <? f’ (x’ + 3)
f’ : Z -> Z Hy’ : 0 <? y’ Hf’y’ : 0 <? f’ y’
==================================================================
((x’ + 3) =? y’) -> ((3 <? y’) && (f’ (x’ + 3) <=? f’ y’))))
ou`, cette fois, les symboles +, =?, <=? et <? et la constante 3 sont ceux du type Z, type que la
plupart des prouveurs SMT ainsi que SMTCoq supportent de´ja` [1].
Dans cette partie, nous de´taillons une nouvelle approche tenant compte de cette particu-
larite´, et la` encore peu intrusive vis-a`-vis de SMTCoq. Pour des raisons de clarte´, nous la
pre´sentons ici sur le cas de l’injection du type positive dans le type Z, mais l’implantation est
ge´ne´rique pour toute injection dans Z (re´alise´e a` l’aide d’un foncteur, qui est instancie´ pour les
types nat, N et positive) et peut se ge´ne´raliser similairement a` d’autres structures de donne´es.
4.2 Principe
L’approche retenue consiste a` transformer le but avant tout appel aux prouveurs automa-
tiques. Cette transformation est effectue´e par une tactique e´crite en Ltac, le langage de tactiques
2. Plus ge´ne´ralement, on pourrait souhaiter l’ajout de l’hypothe`se forall z, 0 <? z -> 0 <? f’ z. Nous
laissons cela en perspective.
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de Coq, ce qui permet de profiter du moteur de re´e´criture de Coq. Dans l’architecture de SMT-
Coq (Figure 1 droite), cela se positionne donc avant le module de re´ification. La transformation
se de´roule en trois e´tapes :
1. l’application d’une double conversion a` un sous-ensemble des objets de type positive ;
2. l’application de re´e´critures permettant de convertir les symboles de la the´orie des entiers
du type positive vers le type Z ;
3. le renommage des sous-termes re´siduels, avec l’ajout des proprie´te´s lie´es au fait que
l’injection de positive dans Z n’est pas surjective.
Nous allons de´tailler le fonctionnement sur l’exemple du but indique´ ci-dessus.
1. Double conversion La premie`re e´tape applique re´cursivement une double conversion a`
un sous-ensemble des sous-termes du but de type positive, en vue d’obtenir le but suivant :
(Z2Pos (Pos2Z x) + Z2Pos (Pos2Z 3) =? Z2Pos (Pos2Z y)) ->
(( Z2Pos (Pos2Z 3) <? Z2Pos (Pos2Z y)) &&
(Z2Pos (Pos2Z (f (Z2Pos (Pos2Z x) + Z2Pos (Pos2Z 3))))
<=? Z2Pos (Pos2Z (f (Z2Pos (Pos2Z y)))))).
L’injection Pos2Z : positive -> Z injecte simplement les entiers strictement positifs dans les
entiers relatifs. Son inverse partiel Z2Pos : Z -> positive injecte les entiers relatifs strictement
positifs dans le type positive, et renvoie une valeur quelconque dans les autres cas. En effet,
ces cas ne sont pas utilise´s car la proprie´te´ essentielle est que la double conversion de type
positive -> positive soit l’identite´ :
Lemma Pos2Z_id : forall (p : positive), p = Z2Pos (Pos2Z p).
Afin de pouvoir appliquer cette re´e´criture, cette e´tape recherche, de manie`re re´pe´te´e, tous
les contextes du but contenant un terme de type positive, et applique la double conversion a`
chaque sous-terme voulu :
repeat
match goal with
| |- appcontext C[?p] =>
lazymatch type of p with
| positive => if forme_voulue C p
then rewrite (Pos2Z_id p) else fail
end
end
ou` lazymatch est une variante de match permettant ici plus d’efficacite´.
L’originalite´ de cette tactique re´side dans la manie`re dont la tactique teste si le contexte C
et le terme p sont de la forme voulue (note´ abusivement forme_voulue C p ci-dessus). En effet,
on ne souhaite pas appliquer la double conversion si :
1. le symbole de teˆte de p est un symbole arithme´tique (car celui-ci sera transforme´ lors de
la deuxie`me e´tape), ou l’injection Z2Pos (pour que la proce´dure termine) ; ou
2. le terme n’est pas de´ja` dans un contexte de la forme Z2Pos (Pos2Z _) (meˆme raison).
Pour le cas 1, il suffit de regarder le symbole de teˆte de p. Pour le cas 2, il faut regarder si le
contexte C[] est de la forme C’[Pos2Z (ZPos [])]. Pour cela, on introduit une variable fraˆıche
var qui sert a` inspecter le contexte sans interfe´rer avec p :
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lazymatch context C[var] with
| context [Z2Pos (Pos2Z var)] => fail
| _ => idtac
end
2. Re´e´criture et 3. Renommage Une fois le but mis sous cette forme, les deux e´tapes
suivantes sont directes.
La deuxie`me e´tape re´e´crit, de manie`re re´pe´te´e, les the´ore`mes e´tablissant les liens entre les
ope´rateurs et les pre´dicats arithme´tiques sur le type positive et leurs contreparties sur le type
Z, afin d’obtenir le but suivant :
((Pos2Z x + 3) =? (Pos2Z y)) -> ((3 <? Pos2Z y) &&
(Pos2Z (f (Z2Pos (Pos2Z x + 3))) <=? Pos2Z (f (Z2Pos (Pos2Z y)))))
Cette e´tape de´place donc la conversion Z2Pos le plus a` l’exte´rieur possible, c’est-a`-dire sous les
appels de fonctions non interpre´te´es (comme f dans l’exemple).
Enfin, la troisie`me e´tape renomme les sous-termes re´siduels : Pos2Z x, Pos2Z y et
fun a => Pos2Z (f (Z2Pos a)), en conservant la proprie´te´ que, les variables e´tant injecte´es de
positive dans Z, elles sont strictement positives. On obtient ainsi le but voulu.
4.3 Re´sultats et perspectives
Cette me´thode permet de traduire des buts entre deux types de donne´es repre´sentant une
meˆme structure ou sous-structure, avec les avantages suivants :
— elle agit en pre´sence de symboles de fonctions ne faisant pas partie de la structure
conside´re´e (ceux-ci sont alors convertis en symboles non interpre´te´s) ;
— les types n’ont pas besoin d’eˆtre isomorphes : il suffit d’une injection ;
— l’effort de de´monstration est assez faible, et porte essentiellement sur les preuves
d’e´quivalence entre les symboles interpre´te´s.
Elle a e´te´ applique´e avec succe`s dans SMTCoq pour traduire la plupart des types d’entiers dans
le type Z. Une perspective a` court terme est de l’appliquer aux autres the´ories, notamment les
vecteurs de bits et les tableaux, pour lesquels plusieurs repre´sentation cohabitent e´galement.
Cela ne´cessite l’abstraction ces the´ories dans les tactiques de conversion. Une perspective a` plus
long terme est de s’appuyer sur les me´canismes des classes de type, comme pre´sente´ dans [18].
5 Travaux connexes
CoqHammer [9] est un plug-in pour Coq proposant une tactique automatique qui, a` partir
d’un but, se´lectionne un ensemble de lemmes, appelle plusieurs prouveurs externes, et ve´rifie
leurs re´sultats graˆce a` un prouveur du premier ordre certifie´ en Coq. Cette approche a l’avantage
d’eˆtre robuste et a montre´ de bons re´sultats sur la bibliothe`que standard de Coq. Cela repose
sur une axiomatisation des the´ories (utilisation de lemmes lors de la ve´rification) qui est moins
efficace que la combinaison de proce´dures de de´cision et la re´flexion calculatoire propose´es par
SMTCoq. Par ailleurs, CoqHammer s’applique essentiellement a` des buts peu combinatoires,
alors que SMTCoq permet e´galement de prouver tre`s efficacement des proble`mes demandant
un raisonnement combinatoire important [1, 13].
CoqHammer tire ses ide´es de SledgeHammer [17], un outil similaire pour l’assistant de
preuve Isabelle/HOL. La premie`re version de SledgeHammer e´tait base´e sur la ve´rification de
traces SMT [5], de manie`re similaire a` SMTCoq.
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Une alternative est l’approche autarcique, consistant a` prouver la correction d’un prouveur
dans son ensemble. Cette approche a e´te´ mene´e avec succe`s par exemple en Coq avec ergo [14]
ou dans les prouveurs de type HOL avec metis [12]. Bien qu’ayant l’avantage de prouver la
correction des algorithmes sous-jacents, cette approche fige une implantation qui est ainsi diffi-
cilement ame´liorable. Comme indique´ ci-dessus, de tels prouveurs certifie´s sont utilise´s au sein
de SledgeHammer et CoqHammer.
S. Boulme´ et A. Mare´chal ont propose´ une nouvelle approche, appele´e la certification
de´fensive [8, 7], pour ge´ne´rer un prouveur correct par construction a` partir d’un ve´rificateur de
preuves. Cette approche tre`s prometteuse est en cours d’exploration pour SMTCoq.
Plusieurs tactiques proposent des plongements entre types de donne´es, applique´s notamment
aux entiers. Dans Coq, les plus utilise´es sont zify [15], ppsimpl [3] et les transfer tactics [18].
A` notre connaissance, les tactiques zify et ppsimpl ne sont pas compatibles avec le fait de
combiner des the´ories ; notamment, elles n’ope`rent pas sous les symboles de fonctions non
interpre´te´s car venant d’autres the´ories. Elles ne sont donc pas utilisables dans notre cadre.
Les transfer tactics pourraient ope´rer sous les symboles de fonctions, mais au prix d’un effort
de de´monstration important. Par ailleurs, elles ne s’appliquent qu’a` des types isomorphes. Cela
nous a conduit au de´veloppement de nouvelles tactiques (section 4) qui pourront eˆtre utilise´es
dans d’autres cadres que SMTCoq. L’approche par classes de types propose´e dans ppsimpl et les
transfer tactics est ne´anmoins tre`s inte´ressante pour l’extensibilite´ et nous souhaitons la porter
a` notre cadre.
6 Conclusion et perspectives
La combinaison des deux me´thodes pre´sente´es dans cet article permet d’e´tendre SMTCoq
avec des tactiques de plus en plus expressives, sans remettre en cause la simplicite´ et l’efficacite´
du noyau : il n’a pas besoin de ge´rer des variables lie´es ou de multiples repre´sentations des
donne´es. Nous pensons que cette approche permet de programmer des tactiques automatiques
performantes (en efficacite´ et en expressivite´) avec une interface de haut niveau facilement
extensible. Cela fait de SMTCoq un combinateur de tactiques.
En comple´ment de l’implantation de tactiques automatiques, certaines ide´es pre´sente´es dans
cet article sont a` notre connaissance originales et utilisables dans d’autres contextes. Le fait
d’utiliser simultane´ment des encodages profonds avec des encodages superficiels dans les certi-
ficats (§ 3) permet de combiner, dans un meˆme ve´rificateur certifie´, la manipulation de termes
par leur structure ou par leur repre´sentation en Coq. Le fait d’appliquer une fonction d’injection
aux termes d’un type donne´ dans tout contexte, graˆce a` l’introduction d’une variable fraˆıche
(§ 4), permet d’avoir une tactique ope´rant sous les symboles de fonctions non interpre´te´s.
Les perspectives propres a` chaque fonctionnalite´ ont e´te´ pre´sente´es tout au long de l’article.
De nombreuses extensions peuvent eˆtre mises en place pour continuer a` ame´liorer les tactiques
automatiques de SMTCoq : l’inte´gration de nouvelles the´ories comme les types de donne´es
alge´briques, les chaˆınes de caracte`res ou les ensembles finis ; ou encore l’encodage des aspects
d’ordre supe´rieur. Un de nos objectifs a` plus long terme est d’offrir une interface de tre`s haut
niveau pour ajouter a` Coq de nouvelles proce´dures de de´cision de´die´es supporte´es par SMT,
se combinant aux proce´dures de de´cision existantes de manie`re agnostique, en se basant par
exemple sur les ide´es de [6].
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